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INTRODUCTION 
Les vari6t~s feuillet6es au sens de C. Ehresmann et G. Reeb [7], [13], [5] ont 
leurs feuilles localement hom6omorphes. Cette propri6t~, qui justifie que dans 
la suite ces feuilletages soient appel~s r~guliers, est une contrainte, g~nante pour 
les probl~mes de classification par exemple: ceci a conduit A. Haefliger [8a] 
proposer sous le nom de F-structure une g~n~ralisation qui, s 'appuyant sur la 
notion d'applications distingu~es, relive d'un point de vue covariant. Cette 
g6n6ralisation 'englobe pas les orbites de groupes de Lie, situation essen- 
tiellement contravariante que l 'on va g6n6raliser dans cet article sous le nora de 
feuilletages h singularit~s, appel~s plus simplement dans la suite feuilletages. 
Les feuilletages r~guliers diff6rentiables sont en correspondance biunivoque 
avec les sous-fibr6s tangents involutifs, ce qui exprime la version contravariante 
du Th~or~me de Frobenius. Si l 'on consid~re plus g~n~ralement une distri- 
bution Coo de sous-espaces tangents H. J .  Sussmann [15] a donn~ des con- 
ditions n~cessaires et suffisantes pour que tout point poss~de une vari6t6 
int~grale maximale. Un feuilletage sera une distribution C °o v~rifiant le 
th~or~me pr6c6dent. En un point singulier la dimension de D d6croit tandis que 
les points r~guliers forment un ouvert dense. La construction de l 'holonomie 
d'une feuille sera possible sous une condition naturelle et on est alors h m~me 
d'6noncer un th6orbme de stabilit~ pour les feuilles compactes h hotonomie 
finie, mais, h la difference du cas des F-structures, les feuilles voisines ne sont 
pas forc6ment compactes. 
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Ind6pendamment de H.J. Sussmann, P. Stefan [14] a donn6 une d6finition 
de feuilletage h singularit6 g6n6ralisant le point de vue des cartes feuillet6es de 
C. Ehresmann et G. Reeb. Les relations entre les deux points de vue sont 
analogues h celles du cas r6gulier, ce qui fournit de pr6cieux renseignements sur 
les feuilles. 
La d6marche privil~gi6e dans cet article tient ~ ce que dans de nombreuses 
questions c'est du th6or6me de Frobenius-Sussmann que l 'on d6duit l'existence 
d'un feuilletage. I1 en est ainsi dans la th6orie des algbbres de Lie locale, 
autrement dit des vari6t6s de Poisson ou de Jacobi. C'est au demeurant dans 
les travaux de A. Kirillov [9], A. Lichnerowicz [10] et A. Weinstein [17] que 
cet article trouve son origine. 
Un feuilletage de codimension q poss6de un germe de structure transverse 
- d6fini & un diff6omorphisme C °~ pr6s - qui est un germe de feuilletage de 
~q nul ~ l'origine, la feuille 6tant singuli6re si et seulement si le germe est non 
trivial. Pour toute feuille on peut construire l 'holonomie infinit6simale mais 
la diff6rence du cas r6gulier il n 'y a en g6n6ral pas de relation simple avec 
l 'holonomie. Ceci conduit ~ 6tudier les feuilles transversalement iin6arisables, 
c'est-~-dire dont le germe de structure transverse st ~t un CLdiff6omorphisme 
pr6s, d6fini par une sous-alg6bre de Lie ~ de Gl(q, ~.). Si exp :~' est un groupe 
compact, on peut pr6ciser le th6or6me de stabilit6. 
Un autre point de vue a 6t6 d6velopp6 par D. Cerveau [2] dont le travail, qui 
m'a  6t6 signal6 par R. Roussarie, porte sur les aspects g6n6riques: sont 
notamment obtenus des crit6res g6n6riques de lin6arisation qui montrent que 
les feuilles transversalement lin6arisables - qui g6n6ralisent les feuilles r6gu- 
libres - sont une situation "g6n~riquement fr6quente" parmi les feuilles 
singulibres. 
L'article se termine par l'6tude 'une de ces situations sur une vari6t6 
compacte t la g6n6ralisation d'un th6or6me de Reeb [13], sur les 1-formes de 
Pfaf f  ~t singularit6s de type centre sur les vari6t6s compactes, & certains 
feuilletages & singularit6, de codimension 1 et orientables sur leur partie 
r6gulibre. 
Je remercie A. Lichnerowicz d'avoir attir6 mon attention sur l ' importance de 
la d6finition contravariante des structures g6om6triques, P. Molino et J. 
Pradines pour de fructueuses discussions ur l 'holonomie, R. Ouzilou dont j 'ai 
souvent mis & contribution la culture math6matique. 
Certains des r6sultats de ce travail ont 6t6 annonc6s dans une Note aux 
Comptes Rendus de l'Acad6mie des Sciences ~ Paris [4b]. 
N.B.: Sauf mention expresse du contraire, les donn6es ont C = par souci de 
simplification de l'expos6, C 2 ou C 3 suffirait le plus souvent. Par vari6t6 on 
entend syst6matiquement, une vari6t6 connexe de dimension finie, d6nom- 
brable & l'infini et donc paracompacte. Enfin les d6monstrations ne sont 
donn6es que quand elles pr6sentent une diff6rence significative avec le cas 
r6gulier. 
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1. DISTRIBUTION C °* ET FEUILLETAGES 
Une distribution D de sous-espaces tangents d'une vari6t6 M est la donn6e pour 
tout point x de M d'un sous-espace D x de l'espace tangent TxM de Men x. On 
note 0(x) la dimension de Dx et C°~(D) le C°~(M)-module des champs de 
vecteurs C ~ de M qui en tout point x appartiennent h D x. D est C °~ si pour 
tout point x de M on peut trouver un nombre fini de champs C °~ de D, 
(Xi)l<.i<<_k , k d6pendant de x, tels que Dx soit engendr6 par les Xi(x). Si O est 
constant cette derni&e condition est r6alis6e si et seulement si D est un C °% 
sous-espace fibr6 vectoriel de TM. 
Si M est munie d'une C=-F-structure feuillet6e [8a] la distribution D r 
d6finie par les noyaux des diff6rentielles des applications distingu6es n'est pas 
C °~ en g6n&al comme le montre l'exemple suivant off Dr n'est m~me pas C °. 
EXEMPLE 1.1, Sur M=[R 2 on  consid&e la F-structure simple d6finie par 
l 'unique application distingu6e (x,y)--,(yx, y) dont le seul champ C O est le 
champ nul. 
Une vari6t6 int6grale Fde  D est une sous-vari6t6 immerg6e connexe de Mtel le 
que pour tout xCF ,  TxF=D x. Elle est maximale si, de plus, elle contient oute 
vari~t6 int6grale la rencontrant. 
NOTATION. Si f l  :M1--*Mz est un diff60morphisme et X 1 un champ sur M 1, 
on note X f' le champ sur M2 d6fini par xf ' (x2)=f roX lo f f l (x2) .  Ceci 
conserve un sens local. 
Le th60r6me de Frobenius-Sussmann s'6nonce ainsi: 
THI~ORI~ME 1,1. [15]. Si D est une distribution C °~, les quatre propri~tds 
suivantes ont dquivalentes: 
(i) par tout point x de M il passe une varidtd intdgrale 
(ii) par tout point x de M il passe une unique varidtd int~grale maximale 
(iii) D est invariant par le riot de tout champ C ~ de D 
(iv) II existe une sous-algkbre de Lie ,//~ (resp. fo) de l'algkbre de Lie des 
champs de vecteurs C °~ de M (resp. et ?t support compact), contenue dans 
et telle que 
a) en tout point x, Dx est engendrd par les valeurs en x des champs de .~ 
( resp, .//6). 
b) pour tout X de .//" (resp. .//6) de riot (o~ et tout Y de J# (resp. ~o), Y~' 
est un germe de champ de .)~ (resp. Y¢' ~ ~o). 
DI~MONSTRATION 
On fait jouer h .~ (ou .~0) le r61e tenu dans la d6monstration de Sussmann 
par C°~(D). 
DI~FINITION 1.1. Un feuilletage C °~ de M est une distribution C ~ de M, D, 
vdrifiant l'une des conditions dquivalentes du thdor~me 1.1. Les feuilles de D 
sont ses vari~tOs int~grales maximales et on note ~ la relation d'~quivalence 
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dont les classes sont les feuilles. C~(D) est I'alg~bre de Lie des automorphismes 
infinit~simaux de D tangents au feuilletage. 
Sauf indication contraire, M est toujours consid6r6e avec sa topologie initiale 
de vari6t6, les feuilles avec leur topologie de feuilles. 
PROPOSITION 1.1. [15]. ~ est la relation d'dquivalence: x -y  si ffk champs 
C ~ XiEJ(resp.  Yo) deflots ~ot, els que y=~otko...o(ot~(x). 
Le th6or~me 1.1. est en d6faut si D n'est pas C = comme le montre l'e×emple 
1.1. pour lequel (i), (ii), (iii) sont vraies, et (iv) fausse. Inversement si Jes t  une 
sous-alg6bre de Lie de dimension infinie de C=(TM), elle engendre une distri- 
bution C = qui n'est pas forc6ment un feuilletage [15]. 
Si D est un sous-fibr6 vectoriel, (iv) 6quivaut h C=(D) est une sous-algbbre 
de Lie de C=(TM), c'est le th6or6me usuel de Frobenius. On dit alors que le 
feuilletage st r6gulier. 
EXEMPLE 1.2. Soit June  sous-alg~bre d  Lie de dimension finie de C°~(TM). 
Elle engendre un feuilletage D et d'apr6s un th6orbme de R.S. Palais [12], si H 
est un groupe de Lie d'alg6bre de Lie ~ il existe une action locale maximale 
de H dans M dont les orbites sont les feuilles de D. Les feuilletages consid6r6s 
g6n6ralisent doric la situation des orbites d'un groupe de Lie. 
EXEMPLE 1.3. Soit M une vari6t6, June  structure sur Met  J l 'ensemble des 
automorphismes infinit6simaux de J i.e. des champs C = dont le flot est un 
automorphisme local de ~ Si Xet  Y sont deux champs de Jde  flots respectifs 
(0t et q/z, Y~' a pour flot (pt°~r°(,0_t qui est un automorphisme local de J. 
Donc Y¢, e Je t  J engendre un feuilletage dont les feuilles sont munies de 
structures .f-transitives. 
EXEMPLE 1.4. Soit M une vari6t6 C = et ~ g)---, { f  g} une structure d'alg6bre 
de Lie locale au sens de A. Kirillov [9]. I1 existe un 2-tenseur contravariant A 
et un champ de vecteur E tel que {fg}=t  (A)(dfAdg)+fJEg-gSfEf et
(M,A,E) est une vari6t6 de Jacobi au sens de A. Lichnerowicz [10]. Si E -0  
(M,A) est une vari6t6 de Poisson. Soit J l'alg6bre de Lie des champs hamil- 
toniens. I1 r6sulte des travaux de A. Kirillov [9], A. Lichnerowicz [10] et A. 
Weinstein [16b] que Jv6r i f ie  (iv) et engendre donc un feuilletage P, le feuille- 
tage caract6ristique. 
On a une notion natureUe d'isomorphisme de structure feuillet6e, d'image 
r6ciproque par une submersion, de feuilletage induit sur un ouvert, de produit 
de vari6t6s feuillet6es. De plus: 
PROPOSITION 1.2. Si D l et D2 sont deux feuilletages sur M, D1ND2 est un 
feuilletage si et seulement si D 1 AD zest une distribution C ~. 
REMARQUE. F-structures et feuilletages. I1 existe (exemple 1.1.) des F- 
structures qui ne sont pas des feuilletages. On a 6galement la situation inverse: 
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EXEMPLE 1.5. Le feuilletage d6fini sur ~2 par un champ de vecteurs X ayant 
comme seules orbites p6riodiques 0 et les cercles de centre 0, rayon r n off r nest 
une suite tendant en d6croissant vers 0 n'est pas une F-structure feuillet6e, les 
orbites non p6riodiques de X ayant comme adh6rence une couronne circulaire. 
D'autres situations peuvent se pr6senter: 
EXEMPLE 1.6. Si X est le champ X(x,y)= ( -y ,x )  sur R 2, le feuilletage d6fini 
par X est une F-structure simple C ~ d6finie par l'unique application distingu6e 
(x,y)--,x2+y 2, mais Dr n'est pas un feuiUetage. 
EXEMPLE 1.7. Le champ X(x,y)= (x,y) sur R 2 engendre un feuilletage qui est 
une F-structure simple mais associ6e & un espace transverse non s6par6. 
2. STRUCTURE LOCALE 
La condition (iv a)) du th6or~me 1.1. entraine que si 0(a0)=P > 0, il existe p 
champs Coo appartenant ~t~ (Xih <_i<_p tels que les Xi(ao) forment une base de 
Dao. Soit V0 une sous-vari6t6 de M passant par a0 et telle que T~Vo~)Dao= 
= T~oM. Soit ~ l'application d6finie, sur le produit d'un voisinage de 0 dans 
IR p, W 1, par un voisinage V 1 de a 0 dans V 0, par 
tp(x, y) = ~x, o ... o ~0x, (y) 
off ~Ox, est le flot de Xi et x= (xi). La diff6rentielle de ~0 en (0, a0) 6tant un 
isomorphisme, on peut en restreignant 6ventuellement W~ et VI assurer que ~0 
est un diff6omorphisme de W 1 × V l sur un ouvert U de M contenant %. Soit 
/ )u le feuilletage ¢ -  1D U. Les champs a/ax  i sont des champs C °O de L) U qui est 
donc invariant par translation parall61e ~t W1. Ainsi 19v(x,y)= ~Px A(y) off A 
est une distribution sur V~ ayant la propri6t6 de vari6t6 int6grale. Commed est 
engendr6 par les champs C °O de V, nTx(o,y), Off X est unl champ Coo de £) U 
et n est la projection de W× V sur V, A est un feuilletage d'apr~s le th6or~me 
1.1. On a donc prouv6: 
THI~ORI~ME 2.1. Pour tout point a de M, il existe un voisinage ouvert U de a 
et une carte ~/ de U ~ valeurs dans Wx V of~ W (resp. V) est un voisinage de 
0 dans EP (resp. ~q) (p =Q(a), p + q = n) transformant lefeuilletage D U induit 
sur U en le feuilletage produit ~P x A v, A v etant un feuilletage sur V nul 
l" origine. 
Dt~FtNITION 2.1. U est un ouvert distingu~ du feuilletage, q/ une carte distin- 
guee. Une plaque de U est une feuille de D U. 
Les ouverts distingu6s en un point forment un syst~me fondamental de 
voisinages. D u est l'image r6ciproque par n u de A v off no est la submersion de 
U sur V associ6 h ~. On notera qu'en g6n6ral es plaques autres que celles de 
la feuille de a ne sont pas des sous-vari6t6s de M h la diff6rence du cas r6gulier. 
COROLLAIRE 1. Toute plaque de U est diff~omorphe au produit de la plaque 
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de a par une feuille de A v. En particulier ~o = dim D est semi-cont&ue inf~- 
rieurement. 
COROLLAIRE 2. La relation d'dquivalence associde au feuilletage st ouverte. 
PROPOSITION 2.1. Les feuilles de D sont des sous-varidtds faiblement plongdes 
dans M. 
Une vari6t6 F, sous-ensemble de M, est faiblement plong6e dans M (termino- 
logie due b. J. Pradines) si pour tout espace topologique connexe, localement 
connexe N, toute application f continue de N dans M, prenant ses valeurs dans 
F, se factorise b. travers F par une application continue pour la topologie de 
vari6t6 de F. 
DI~MONSTRATION 
Soit Z0 ~ N, a0 =f(z0) et U un ouvert distingu6 en a0. Soit N O la composante 
connexe de Zo dans f -  ~(U). No est un voisinage ouvert de z0 car Nest  locale- 
ment connexe t f(No) 6tant connexe st contenue dans la plaque P0 de a0, qui 
est une sous-vari&6 de U. La proposition en r6sulte. 
Cette notion de plongement faible est le point de d6part de la d6finition des 
feuilletages ~t singularit6s de P. Stefan [15], g6n6ralisant le point de vue de C. 
Ehresmann et G. Reeb: un feuilletage st une partition de Men sous-vari6t6s 
faiblement plong6e poss6dant des cartes feuillet6es. 
PROPOSITION 2.2. Toute feuille fermde est plongde clans M. 
En effet, M v6rifiant le deuxibme axiome de d6nombrabilit6, il en est de 
m~me pour toute sous-vari6t6 immerg6e d'apr6s un r6sultat de C. Chevalley [3] 
et un argument de A. Haefliger [8b] permet de conclure. 
PROPOSITION 2.3. Si M '  est une sous-variOtO immergde de M, transverse ?~ D, 
la trace de D sur M '  est un feuilletage DM,. 
DI~MONSTRATION 
I1 suffit de se placer sur un ouvert distingu6 U de a~M' .  ~:  U~V induit 
une submersion d'un voisinage de a dans M', dans V, r~b et la trace de D sur 
M~; est la contre image par z~b du feuilletage A v, ce qui ach6ve la d6mon- 
stration. 
COROLLAIRE. Si M 1 et M 2 sont deux sous-vari~tds passant par a o et transverse 
?z D en a o, si dim M z =-dim Ml + r (r>_O), (M2,DM) est localement isomorphe 
au voisinage de a o ?t (~r×M1, [Rr×DM,). 
En particulier si r=0,  (MI,DM,) et (M2,DM2) sont localement isomorphes. 
Si M'  est l'image de V dans la carte q/consid6r6e, (M;DM,) est isomorphe 
(V,A v); il en r6sulte: 
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PROPOSITION 2.4. Le germe en 0 de (V, A v) ne ddpend, il un diffdomorphisme 
prks, que de ao et s'appelle germe de structure transverse n ao. 
Si O(ao) = 0 (V, A v) n'est autre que le germe en a o de (M, D). 
Tout point de la feuille de ao 6tant atteignable h partir de a o par un produit 
de riots d'automorphismes infinit6simaux tangents au feuilletage, 
PROPOSITION 2.5 ET DI~FINITION. Le long d'une feuille F il ex&te un unique 
germe de structure transverse, At ,  appeld germe de structure transverse de la 
feuille F. 
REMARQUE. Soit ~v0:U0 ~ W 0 x V o une carte distingu6e n a0 E F. Comme tout 
point de F est atteignable par automorphismes locaux de D, on peut se limiter 
aux cartes distingu6es de la forme ~oOq~_t, o...o¢p_t,= ~i et Iffi est une carte 
en ai=q~t,o...o~oq(ao) d6finie sur un ouvert Ui tel que ~,(Ui)= Wi× Vi, off W i 
et V i sont des voisinages de 0 respectivement contenus dans W 0 et V 0. 
Dt~FINITION 2.2. Une feuille est rdguli&e si son germe de structure transverse 
est trivial, singuli&e dans le cas contraire. 
Une feuille est r6guli~re si et seulement si elle poss~de un voisinage sur lequel 
D induit un feuilletage r6gulier, ou, ce qui revient au m~me, 0 est contant. 
Un point est r6gulier s'il appartient ~ une feuille r6guli~re. 
THEORI~ME 2.2. L'ensemble des points rdguliers est un ouvert dense de M. 
DI~MONSTRATION 
Soit £2 est ensemble. Q est trivialement ouvert. Si Or :M,  il existe (pour une 
structure riemannienne quelconque) une boule compacte B(xo, r), r>O, 
contenue dans C ~. ~o 6tant ~ valeurs enti~res et major6e par n = dim M, atteint 
son maximum sur la boule Bp=B(xo, r (1- ( l /p) ) )  (,0>2) en un point Xp qui 
n'appartient pas ~ l'int6rieur de Bp sinon Xp serait r6gulier. Q (xp) est donc une 
suite strictement croissante d'entiers major6e par n, ce qui est absurde. 
COROLLAIRE. Toute feuille F singuli&e de D est rare (i.e. fi" a un int&ieur 
vide). 
Soit (ff2i) i l 'ensemble des composantes connexes de ~2. Sur chaque ~2i, D 
induit un feuilletage r6gulier D i. Si £2 est connexe, on appellera codimension, 
orientation, etc. de D, la codimension, l 'orientation etc. de sa partie r6guli~re. 
3. HOLONOMIE ET STABILITI~ 
Dt~,FINITION 3.1. Une feuille compacte F de D est stable si F possbde un 
systbme fondamental de voisinages D-saturds. 
Soit F une feuille de D, et AF son germe de structure transverse. Si (Vi, AF) 
sont deux repr6sentants de AF, 0 est stable pour Fun si et seulement si il est 
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stable pour l'autre. Cette propri6t6 est donc une propri6t6 du germe: on dira 
que A F est stable en 0. 
DI~FINITION 3.2. Une feuille F de D est transversalement stable si le germe de 
structure transverse A F est stable en O. 
On se limite dor6navant aux feuilles transversalement stables pour lesquelles 
on va contruire un concept d'holonomie qui permettra de donner une condition 
suffisante de stabilit6 des feuilles compactes. 
Soit (Vk) la famille des voisinages satur6s d'ouverts de 0 pour A F et 
v 
V= Uk Vk" Pour tout voisinagevsatur6 V k on note V k l'espace de ses feuilles. 
Vest l'espace transverse de F, (Vk) k est un syst~me fondamental de voisinages 
de 0 dans 1) (off on note 0 par abus de notation la classe de 0). 
Pour tout aeF  soit ~0a: Uo~Wax V a une carte distingu6e et Pa la plaque de 
a dans Uo. Du recouvrement de P par les plaques P~, on extrait un sous- 
recouvrement localement fini (Pi)i et on note (~oi:Uf-,WixVi) les cartes 
distingu6es correspondantes. En restreignant au besoin les Ui on peut supposer, 
ce que l'on fait dor6navant, que les V i sont des voisinages ouverts atur6s de 0. 
Si PiAPjgzO et si a~PiNP  j soit ~0i: Uij--~Wijx Vij une sous-carte distingu6e 
de q~i d6finie sur un voisinage ouvert de a UijC Ui N Uj, Vij 6tant satur& Le 
changement de cartes distingu6es induit une application Cji: W/j x Vii ~ Wj x Vj. 
XI 
L'espace des feuilles de Du~ jest isomorphe h Vii ce qui permet d'associer ~ (oji 
v v V 
un hom6omorphisme tPji de Vii dans ~.  Soit hji(a) le germe en 0 de ~Pji. hji(a) 
est un germe d'hom6omorphisme d  V en 0, et par construction m~me hji est 
constant sur (oi -I (WijxO). I1 en r6sulte que h = (hji) est un 1-cocycle du re- 
couvrement (Pi), localement constant, ~t valeurs dans le groupe des germes 
d'hom6omorphismes de V. Les proc6dures usuelles de la cohomologie non 
ab61ienne permettent alors d'associer ~t h une classe d'isomorphismes de fibr6s 
principaux sur S ~ groupe structural discret, ne d6pendant pas du recouvrement 
particulier choisi. On note S (F )  l'une, quelconque, d'un repr6sentant de la 
classe, et ~(F) son groupe structural discret. 
DI~FINITION 3.3. •(F) (resp. qJ(F)) est le fibrd principal (resp. le groupe) 
d'holonomie de F. 
REMARQUES. 1. Au voisinage d'une feuille transversalement stable, un 
feuilletage apparai't comme la localisation d'une F-structure, ce qui explique 
qu'on ait pu construire l 'holonomie (cf. [8a]) mais 1)n'est en g6n6ral pas 
s6par6. 
2. 0 6tant stable pour AF, poss~de un syst6me fondamental de voisinages 
(Vn) ouverts, relativement compacts et stables. ~'n \ Vn+l 6tant compact pour 
tout n, toute feuille de A F suffisamment voisine de 0 est alors /t fermeture 
compacte dans Nq \ 0 (q = codim F). En particulier tout champ C ° de AF a ses 
orbites suffisamment voisines de 0, a et co-stables au sens de Lagrange. 
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L'exemple 1.5. du paragraphe 1 fournit un mod61e de stabilit6 transverse pour 
q = 2, ~t espace transverse V non s6par6 (par contre V est s6par6, c'est ~ +, dans 
l'exemple 1.6.). On n'est donc pas en g6n6ral dans les conditions requises pour 
appliquer le th6or~me de stabilit6 de A. Haefliger [8a]. 
THt~ORt~ME 3.1. (Stabilit6 locale). Si F est une feuil le compacte, transver- 
salement stable, ?t holonomie finie, S est stable. 
La d6monstration du th6or6me 3.1. requiert la preuve pr6alable de la propo- 
sition suivante qui d6coule de la diff6rentiabilit6 de D. 
PROPOSITION 3.1. Soit F une feuil le propre de D. II existe un voisinage 
tubulaire 63 : ~/~ F tel que tout champ C °o de vecteurs tangents de F se prolonge 
en un champ ) (  C °o de D ¢/tel que 
69To.g=Xo 69 
PREUVE DE LA PROPOSITION 3.1. F 6rant propre poss6de des voisinages tubu- 
laires ([4a] par exemple). Soit 69: °Z'0~F l 'un d'entre eux et d la m6trique 
riemannienne qui a servi ~t le construire. 
LEMME. A tout point  ao ~ F on peut associer une carte distingude (o : U-* W x V 
et un scalaire rv>O tels que: 
(i) UC ~//o et UGF est rdduit ~t une plaque. 
(ii) le diagramme suivant est commutatif:  
~WxV 
~IUnF 
U 
(~) 
UOF 
L 
'W 
(iii) pour  tout a ~ UAF  69- l(a)O U contient la boule de 69- l(a) de rayon rv. 
PREUVE. F 6tant propre il existe une carte distingu6e v6rifiant (i), ~P0: U0--" 
W 0 × V o. L'application ~0 = (~Po 69, rc o to0) (off rc: W o × V0~ V o) 6tant de rang 
maximum sur FO U0, le th6or~me d'inversion locale permet d'assurer (ii) et 
(iii) est assur6 en restreignant U ~t 69-1(A) off A est un voisinage ouvert de a0 
relativement compact el que ,,] C UOF.  
On ne consid6re dor6navant que des cartes distingu6es fournies par le lemme 
et appel6e cartes adapt6es au voisinage tubulaire 69 : %--,F. D'un recouvrement 
de F par des plaques de cartes adapt6es, on extrait un sous-recouvrement locale- 
ment fini (Pi) et on note q~i: Ui--" Wi × Vi, ri la carte et le scalaire associ6s. Soit 
(f,) une partition de l'unit6 subordonn6e h (Pi). Tout champ de vecteurs C °o de 
F ,X  s'6crit X= ~i Xi oil X i=f i  . X est un champ Coo de F h support compact 
contenu dans Pi. 
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Pour  tout a e F soit I a l 'ensemble fini des indices i tels que a e Pi, et F a un 
voisinage ouvert de a contenu dans ~1o Pi tel que PjNF~=O saul  pour 
ensemble fini Ja d'indices. On pose r~=inf j , jo rj et on d6signe par U~ l 'ouvert 
des b e ¢/0 d4fini par 
U~ = {b e %103(b) e F~, d(b, 03(b)) < r~} 
~//= m o u~ est un sous-voisinage tubulaire de F. 
Pour  tout b e ~//on d4finit )(i(b) ainsi 
I (i) .gi(b)=~pi-Ir(¢T(xi(03(b)),O) si be Uia 4/ ( i i ) ){ i (b )=0 sinon. 
,~die C°°(D ,//) car 03(b)eF~ pour un certain a; ou i¢I~ et ) ( i=0  au voisinage de 
a et est donc C = en b, ou i e I~ et b e Ui ce qui assure que -~i est C = en b. Enfin 
c~ r o 2 i= Xio 03. 
Le recouvrement Ui de "~' 4tant localement fini, on peut d6finir un champ 
C °~ ) (  de D ~/par X'= ~] X iet .~ r4pond ~ la question. 
FIN DE LA DI~MONSTRATION DU THt~ORI~ME 3.1. Soit 03: ~b'--,F le voisinage 
tubulaire fournit  par la proposit ion 3.1. et ~00: Uo-" W0x V 0 une carte en ao 
adapt6e fi a3 telle que UoC '?/. Tout point de F 4tant atteignable fi partir de a o 
par des champs C ~ de D est atteignable par des champs d( de D,//tels que 
03or..Y=X°03 off X=.glF.  Si {o t (resp. (at) est le riot de X ( resp. )?) ,  (o, o03= 
=03o(a t. Si aeF ,  et si d? 1 . . . . .  ,I? k sont les champs permettant d'atteindre a
partir  de a 0, on associe fi a la carte ~P0 o (a_ t, o... o (a_ t, off (at, est le riot de Xi, 
qui est done une carte adapt4e fi 03, rp~. De plus ~0 a est continfiment reli6e fi (o 0 
et fournit  donc un rel6vement du chemin correspondant de F dans d#(F). Si 
~oi: Ui--+ W i x V iest un sous-recouvrement de F par les cartes Ca, il r4sulte de la 
remarque pr6c4dente que le 1-cocycle du recouvrement de F par les plaques Pi 
associ4es aux Ui, hij, appart ient fi ~u(S) (a priori h U appartenait/~ un conjugu4 
de ¢,,(S) d4pendant de ie t  j ) .  Enf in par construction W i (resp. Vi) est un sous- 
voisinage de 0 de W o (resp. V0) et on peut en restreignant au besoin Ui, assurer 
que les V i sont des voisinages ouverts AFsatur6s.  Les cartes ¢Pi 6tant adaptdes 
ia 03, Ui('l Uj contient l 'ouvert  form6 des b tels que 03(b) e Pif3 Pj et d(b, 03(b)) < 
< rij off ru=inf (ri, r)), ce qui assure que (oi(Ui N Uj) D Wij x Vij olJ (oi(PiN Pj) = 
= W u et V u est un voisinage satur4 de 0. Les V u 6tant en nombre fini soit 
V6 = Ni.s Viy. ~,(S) 6tant un groupe de germes fini, il existe un sous-voisinage 
ouvert AF-satur4 de V6, V ~, tel que ~(S) soit un groupe d 'automorph ismes de
v I v v 
V.  I1 en rasulte que q~yi:WijxVl--,WyxVy est tel que mjiY l=I  "1 ce qui 
implique que q~ji(Wijx V1) = Wjix V 1. On peut toujours supposer que V 1 a 6t6 
choisi de fa~on que Px soit compact  et contenu dans V6. Soit alors ~/1 = 
= U~ ¢i- l(wi x F'J) '¢/1 est un sous-voisinage tubulaire de ~g. D'autre part: 
LEMME l. Jffl est compact. 
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En effet si (bn) est une suite de points de ,b'~, on peut en extrayant au besoin 
une sous-suite assurer que ~(B~) converge vers un point a de F. Mais a ~ Wi 
pour un certain iet  donc b,, ~ ¢i-1 (Wi × ffl) pour n assez grand. La conclusion 
d6coule alors de la compacit6 de F "1. 
LEMME 2. J]/l est D-saturn. 
Par construction si b ~ 4/l, 4/t contient une plaque contenant b. Donc si _r 
est une feuille de D rencontrant "/4, ZAD est ouvert dans 27. Si best  un point 
de la fermeture de Zf )D  dans Z, b~ appartient ~t "I/1 car "#1 est compact et donc 
¢/1 contient une plaque contenant b~. Cette plaque rencontrant Z" est contenue 
dans 27fqD et donc ZfqD est ferm6 dans Z connexe, ce qui assure que XND =27 
et ach6ve la d6monstration. 
Le th6or6me r6sulte alors du lemme 2. 
X(F)  6tant un revfitement de F, on en d6duit, 
COROLLAIRE. Si F est compacte transversalement stable it groupe fonda- 
mental fini, F est stable. 
Le th6or6me 3.1. g6n6ralise xactement les th6or6mes de stabilit6 classique de 
G. Reeb [13] et C. Ehresmann et Shih-Wei-Shu [6] dans le cas diff6rentiable: 
pour un feuilletage r6gulier l'hypoth6se de stabilit6 transverse st vide. 
Si I~" est localement s6par6, on retrouve le th6orbme de A. Haefliger [8a]. 
Dans ce cas les feuilles voisines sont compactes. Plus g6n6ralement: 
COROLLAIRE 2. Si 27 est une feuille de D suffisamment voisine de 17, 27 est 
fibr~e sur F it fibre une rdunion finie de feuilles de/1F. 
On notera que z~ est compacte dans M \ S. 
DI~MONSTRATION 
Soit H le groupe des diff6omorphismes de V 1 conservant AF, H0 le sous- 
groupe de ceux qui conservent AF feuilles ~t feuilles. Par construction ~(F) est 
un sous-groupe discret de H/Ho. Soit H1 sa contre-image dans H. Par con- 
struction m~me (~:  "#~F,D.//,) est un fibr~ de fibre type V~ de groupe struc- 
tural H~ et pour toute feuille Z de D ::, il existe une feuille 27 o de A F telle que, 
)//l (H~) d6signant le fibr6 principal associ6 h ~/1 (tousles groupes ont munis de 
la topologie compacte ouverte), 
Z = :¢/~ (H~) x ~(F). ~o/ -  
oh - est la relation d'6quivalence: 
(z ,y) - (z ' ,y ' )  siil existe h I eH  1 tel que z=z ' .h  I y '=hl(y)  
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ce qui ach~ve la d6monstration. Chemin faisant on a prouv6, avec les notations 
pr6c6dentes: 
COROLLAIRE 3. Si F est stable, ~(F) est un sous-groupe discret de H/H  o. 
Une application f de M dans IR, C =, est une int6grale premi6re de D si 
df (D) -O .  Toute int6grale premi6re de D d6finit une int6grale premi6re de AF, 
q/(F) invariante si F est transversalement stable. Dans les conditions d'appli- 
cations du th6or6me 3.1. les int6grales premieres de D ~, sont en correspondance 
biunivoque avec les int6grales premieres de AF, q/(F) invariantes. Si AF est la 
structure d6crite dans l'exemple 1.5. du paragraphe 1, les seules int6grales 
premi6res de D e/sont les constantes. Dans le cas de l'exemple 1.6. ce sont les 
constantes si q/(F) n'est pas r6duit h l'identit6, C°°(B ÷) dans le cas contraire. 
REMARQUE. On peut construire l'holonomie d'une feuille dans d'autres cas 
que la stabilit6 transverse, par exemple si 0 poss~de un syst~me fondamental de 
voisinages (Vi) tels que si ViC Vj toute feuille de AFIv~ rencontre Vi suivant 
une feuille de AFIV: 0 est alors attracteur ou r6pulseur pour tout champ C ~ 
v v v v 
de A F. L'espace V i s'identifie ~t Vj et on peut poser Vi= V. Dans ce cas il 
existe un voisinage de F tel que toute feuille le rencontrant, a F dans son 
adh6rence. Les int6grales premieres de D au voisinage de F se r6duisent aux 
constantes. 
4. LINI~ARISATION ET HOLONOMIE INFINITI~SIMALE 
Pour tout champ X~ C °~ (AF) on note X L son jet du premier o dre en 0. Les 
(X/-) engendrent une alg~bre de Lie ~/~ d'endomorphismes de IR q, ~t. C ~l(q, R), 
/~ laquelle est associ6 un feuilletage A~- sur ~q. 
DI~FINITION 4.1. dl~ est l'approximation lindaire de A F. 
Si G Lest le groupe exp ~L, les feuilles de AF L sont les orbites de G c. 
Soit (Ui, ¢i, Pi) un atlas de cartes distingu6es au voisinage de F dont les Pi 
forment un recouvrement localement fini de F par plaques. Pour chaque i, q~/r 
d6finit une carte, not6e (0~, du fibr6 normal vF= TMIF/TF, au-dessus de Pi. 
Soit ~0~ le 1-cocycle associ6. 
LEMME 1. (0~j est un 1-cocycle de (Pi) ?7 valeurs darts H1~ groupe des auto- 
rnorphismes lindaires de R q conservant A~.. 
V V Y 
Soit [R q l'espace des feuilles de AF L et hji l'image de (0)i dans les hom6o- 
v 
morphismes de ~q. 
THI~ORI~ME 4.1. h~]. est un l-cocycle de (Pi) localement constant. 
La d6monstration repose sur le lemme suivant: 
LEMME. Si A est un feuilletage sur un voisinage V de 0 dans ~.q nul ?7 
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l'origine, et si a~ga est une application d'un voisinage ouvert A de O, contenu 
clans ~k, i~ valeurs clans les automorphismes locaux, au voisinage de O, de 
(V, A) telle que 
(i) g(a,y)---'ga(y) est C °~ 
(ii) ga(y) appartient pour tout a gtla feuille de go(Y) alors si g~ est le jet du 
premier ordre pour y = 0 de ga, a-~g~ est une application de A dans H L 
telle que g~(y) appartienne pour tout a ~t la feuille de g~(y) de l'approxi- 
mation lindaire A L de A. 
PREUVE DU LEMME. Soit Y0 ~ V, Z' o sa A-feuille, £'~ la A-feuille de go(Yo). 
Comme pour tout a, g~(Yo)~ ZI, Og~/Oa ~(Yo) est un vecteur tangent/~ £', en 
g¢(Yo) ce qui assure que le champ C °O d4fini pour tout y par 
I r c3ga 
~e,(y) = (gg )g~(y)'-~i~i (Y) 
appartient fi C°°(A). II en r6sulte que ~ Coo(A L) ce qui s'hcrit 
32----Lg (a, O)y j e (ga) 7(0)( A L(y)). 
OaiOyj 
Mais comme g~ est un automorphisme de A, y--,g~(y)= (g~)r(y) estun auto- 
morphisme de A L, ce qui prouve que si l 'on pose f i (a )= g~(y), l'image de f r  
appartient ~ A L(fi(cz)); ceci assure alors que a~f i (a )  prend ses valeurs dans un 
mame AL-feuille ce qu'il fallait d~montrer. 
DISMONSTRATION DU THI~ORI~ME 4.1. 
V 
h)~ est l'image de ~0j~ dans les automorphismes de ~¢. Avec les notations du 
paragraphe 3, Cji: Wox Vo-~Wsx VS et x-~{y~oSi(x,y)} v4rifie les hypothhses 
du lemme, ce qui implique que ~o~.(x,y) reste quand y est fix6 dans la mame 
AFL-feuille si X d6crit W o, ce qui signifie que h;~ est localement constant. 
On prochde alors comme pour l'holonomie. Au cocycle localement constant 
(h~) on associe une classe de fibr6s discrets ur F; soit ,~(F) l'une quelconque 
des composantes connexes isomorphes d'un repr4sentant de la classe et ~'1 (F) 
son groupe structural discret, 
DI~FINITION 4.2. ~(F)  (resp. qq(F)) est le fibrd principal (resp. le groupe) 
d'holonomie infinitdsimale de F. 
REMARQUE 1. Si A L =0 ~vl(F) est un sous-groupe discret de GL(q, ~) et on 
peut clans ce cas d4finir, comme dans le cas r6gulier, ~vl(F) comme groupe 
d'holonomie d'une connexion de Bott [1], V, sur le fibr4 normal vF-*F: si 
Xe COO(TF) Z~ COO(TM) et si X" est un prolongement local de X ~ Coo(D) on 
v4rifie que pour tout xeF ,  v[X, Zl(x) ne d4pend que de X et de Y=VZIF et 
d6finit une connexion plate sur vF la connexion de Bott. En g4n6ral on ne peut 
proc4der ainsi contrairement ~tce qui est affirm6 en [4b] comme te montre 
l'exemple suivant: 
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EXEMPLE 4. I. M= T,~ 20tl ,~2 est munie de sa structure riemannienne cano- 
nique et D est le feuilletage sur M dont les feuilles sont les fibr6s en sph6res ur 
$2. $2 est feuiUe singuli6re dont le fibr6 normal est T$2--~S2 qui ne possbde pas 
de connexion plate. 
REMARQUE 2. I1 n'y a pas en g6n6ral de relation simple entre q/(F) et ~'I(F). 
Soit/-I le groupe des germes de diff6omorphismes conservant d e (ce qui a un 
sens car F est transversalement stable) et / t0  le sous-groupe de ceux qui con- 
servent d F feuille h feuille. Soit H0 t le sous-groupe de H L des automorphismes 
lin6aires conservant dr~ feuille ~t feuille. Si j~tqoCHo t, j~ induit un morphisme 
surjectif de ~,(F) sur ~I(F). II n'en est pas ainsi a priori comme le montre 
l'exemple suivant: 
EXEMPLE 4.2. Consid6rons ur 1~2 le feuilletage A d6fini par le champ 
X= _y3 y= cx3+y3 c¢  O. On v6rifie ais6ment que A L= 0 ce qui entra~ne que 
H Lest r6duit h l'identit& D'autre part les homoth6ties appartiennent h H et 
donc h j~H. 
On peut choisir 
+o~ C_U3+H4 du 
27 tel que Log k0= J c+u3+u 4 1-~u2 ¢0, c>256 _~ 
koldC Ho et donc h jl/-I0, ce qui prouve que j~tTIo.Ho L r6duit h l'identit& 
Le feuilletage de l'exemple pr6c6dent a un comportement sans rapport avec 
celui de son approximation lin6aire, ce qui conduit ~ envisager la situation 
suivante: 
DI~FINITION 4.3. Une feuille de D est transversalement lindarisable si sa 
structure transverse st CCdiff~omorphe ~ son approximation lindaire. 
Les feuilles r6guli6res ont de ce type puisque AF=AL=O. Si A F est C ~- 
lin6arisable, on peut prendre AF=A ~ puisque la structure transverse st 
d6finie hun  diff6omorphisme C = pr6s. Si F est C~-lin6arisable transversale- 
ment, H (resp. H L) est conjugu6 par un CJ-diff6omorphisme (resp. son jet en 
0) du groupe des diff6omorphismes (resp. des automorphismes lin6aires) de 
AF L. C'est pourquoi, dans la suite, les 6nonc6s &ant donn6s clans la situation 
g6n6rale, les d6monstrations seront faites dans le cas de la C°~-lin6arisation. 
REMARQUE. Dans [2] D. Cerveau donne un crit6re g6n4rique de lin6arisation 
transverse. 
PROPOSITION 4.1. Soit F transversalement li darisable. F est transversalement 
stable si et seulement si G L est relativement compact et les feuilles de A F sont 
compactes si et seulement si G L est fermd (et donc compact). 
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DI~MONSTRATION 
Si F est transversalement stable, de l'existence d'un syst~me fondamental de 
voisinages de 0 dans ~q G L stable on d6duit qu'il existe deux constantes a et 
b telles que pour tout g ~ G L, 
0<a< IIgLL <b 
ce qui assure que G L est compact. 
La proposition suivante - due h R. Ouzilou - permet de caract6riser les 
groupes G L compacts et am61iore un r6sultat de G.D. Mostow [11]. 
PROPOSITION 4.2. Soit Gun sous-groupe de Lie connexe de SO(q). G est 
compact si et seulement si la composante connexe de son centre est compacte. 
DI~MONSTRATION 
Seule la partie directe n6cessite une d6monstration. Soit fl la forme de Killing 
de SO(q). Sa restriction ~ 3J alg~bre de Lie de G est d6finie n6gative ce qui 
assure que t~ jest r6ductive et donc isomorphe au produit Sx  Z de son id6al 
d6riv6 semisimple par son centre. Par hypoth~se exp _Zest compact andis que 
exp S est compact d'apr6s [11]. I1 en r6sulte que G est compact. 
PROPOSITION 4.3. Si F est transversalement lingarisable t si G Lest compact, 
il existe un morphisme surjectif de qJ(F) sur qJl(F). 
LEMME. SOblS les hypothbses prdcddentes, oit V un voisinage stable de 0 dans 
~q, H (resp. Ho) le groupe des diffdomorphismes de V conservant A v (resp. 
chaque feuille de AF). H c est un r~tract par ddformation de H dans une ddfor- 
mation de groupe qui envoie H o dans H c. 
PREUVE DU LEMME. H 6tant muni de la topologie compacte ouverte, pour 
tout t ~ [0, 1] et tout g e H on pose 
f g , (x )=+ g(tx) si t>0 
go(x) = Dg(O). x s i t  = 0 
Comme A F est lin6aire gt ~ H pour tout t. Pour voir que gt est la d6formation 
cherch6e il suffit de v6rifier que pour toute feuille Z de AF gt (Z)=Z si et 
seulement si g l (~')=Z, ce qui r6sulte de la lin6arit6 de A F pour t>0 et de la 
compacit6 des feuilles de Av pour t = 0. 
Dt~MONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.2 
Comme go =Jag, J~ induit un homomorphisme d H/Ho sur H L/Ho c qui, par 
construction de ~, et ~v 1, induit un homomorphisme surjectif de ~u(F) sur 
q/l(F). 
Si G Lest compact, on peut toujours supposer que GLcSO(q).  Les orbites 
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de G L 6tant trac6es sur des spheres il en r6sulte que GLCHoLCSO(q). On peut 
alors pr6ciser le th6orhme 3.1. 
THI~ORI~ME 4.2. Si F est compacte, transversalement lindarisable it groupe G L 
compact, sans holonomie, 
(i) on peut restreindre itHo Lle groupe structural de vF--, F ce qui munit vF~ F 
d" une structure riemannienne. 
(ii) si ~:  CleF est un voisinage tubulaire saturd de F, il existe un homdo- 
morphisme )C de fibrds de ~2/ sur un sous HoC-fibrd ouvert de vF qui trans- 
forme les feuilles de D ,  en des HoL-fibrds de fibre type 27o, une feuille de 
A F. En particuHer ces feuilles sont eompactes. 
COROLLAIRE. Si de plus H L = SO(q), )C transforme les feuilles de D~ en des 
fibrds en sphkres de vF. En particulier D induit sur "?/\ F un feuilletage rdgulier, 
it feuilles toutes compactes ans holonomie homgomorphes au fibrg unitaire 
de vF. 
DI~MONSTRATION 
q/(F) 6tant trivial, ~ul(F) Vest compte tenu de la proposition 4.2. H/H Lest 
contractile t on peut r4duire ~ H L le  groupe structural de (¢/,Do~), ce qui 
revient A construire un hom6omorphisme X de ~//dans vF, (H, H L) morphisme 
de fibr6s. Comme ~l (F)= Id, ~(F )  qui est un sous-fibr4 du fibr6 quotient par 
H0 c du HL-fibr4 principal associ6 ~ vF est trivial et donc on peut restreindre 
H~ le groupe structural de vF. Si on note vF(Ho L) le fibr6 principal associ4, si 
27 est une feuille de ¢/, Z0 la feuille de A F associ6, 27= ~?/(H)XZo/- ,  avec les 
notations du th6orhme 3.1., est donc isomorphe /t vF(H~)x27o/ -  ce qu'il 
fallait d6montrer. 
Le corollaire r4sulte de ce que, si H~ = SO(q), les feuilles de A F sont des 
sphhres centr6es h l'origine. 
Dt~FINITION 4.4. Une feuille singulikre F de D est de type centre si Z] F est 
ddfini au voisinage de O par une 1-forme de type centre au sens de G. Reeb [13]. 
REMARQUE. Si u est la 1-forme de type centre d6finissant A F et si fl est une 
l-forme C = au voisinage de 0 nulle sur les feuilles de A F, la partie lin4aire de 
est proportionnelle ~ celle de ~. 
Si F est de type centre, un th6orhme de G. Reeb [13] assure que A F est 
Cl-lin6arisable, AF L 4tant le feuilletage de R q par les sph6res centr4es/t l'origine. 
F est donc transversalement stable et H ° = SO(q), ce qui permet d'appliquer le 
corollaire pr6c4dent. D'autre part l'espace des feuilles de zl F est isomorphe 
E+ et q/(F) (resp. ~'l(F)) s'identifie /~ un sous-groupe discret des diff4o- 
morphismes de E+ conservant l'origine (resp. de ~,+), ~ul(F ) 4tant le jet du 
premier ordre de ~(F)/t  l'origine. On a donc une alternative de Thurston [16] 
qui s'hcrit ici: 
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PROPOSITION 4.4. Si F est de type centre, H~(F, ~)~0 ou q/(F) est r#duit it 
l'identitd. 
Soit alors M une vari6t6 compacte munie d'un feuilletage (a singularit6) de 
codimension 1 orientable c'est-h-dire (cf. § 1) que sur l'ouvert dense £2 de r6gu- 
larit6 de M, D o est un feuilletage de codimension 1 orientable. Soit F une 
feuille singuli~re compacte de type centre sans holonomie (en particulier c'est 
le cas si Hi(F, R) = 0). F poss~de un voisinage tubulaire ouvert satur6 ~//d6crit 
clans le corollaire pr6c6dent. Soit ~#0 un sous-voisinage satur6 ouvert. M\  )#0 
est une vari6t6 h bord, O % 6tant une feuille de D et M \ % 6tant compacte, D
ne peut 8tre r6gulier sur M\  4/0 d'apr6s un th6or6me de Reeb [13]. Donc D a 
au moins deux feuilles singuli~res. Si toutes les feuilles de D sont compactes de 
type centre sans holonomie elles sont en nombre fini (Fi)o<_izk. Si 4/i est un 
voisinage tubulaire de Fi, construit comme % pour F0, et tel que <¢/if~ 6=0 si 
i~ j ,  M-U~ 4/i est une vari6t6 compacte h bord 6quip6e d'un feuilletage de 
codimension 1 orientable. L'espace des feuilles est alors [13] une vari6t6 
compacte h bord ce qui implique que D a exactement deux feuilles singuli~res. 
THt~.ORI~ME 4.3. Soit Dun feuilletage it singularit~ de codimension 1 orien- 
table sur M compacte. 
(i) si D a une feuille singuli#re compacte F de type centre telle que HI(F, ~) = 0 
ou plus g#n#ralement sans holonomie, D a au moins deux feuilles singu- 
li~res. 
(ii) si toutes les feuilles singuli~res F sont compactes de type centre telle que 
H1(F, ~) = 0 ou plus g#n#ralement sans holonomie, M a exactement deux 
feuilles singulibres F_ 1 et F 1 l'espace des feuilles est isomorphe it [ - 1, 1] et 
s ip  est la projection de M sur [ -  1, 1], pest  C l, est une C~-submersion sur 
p- l ] -1 ,  1 [ , F_ l=p- l ( -1 ) ,F~=p- l (1 ) .  
En particulier D poss6de une int6grale premi6re globale pet  si fes t  une int6- 
grale premiere C 1, f se factorise ~t travers p par une application C I, f0, de 
[ -  1, 1] dans ~: le seul point non 6vident 6tant que f0 est C ~ aux bords ce qui 
r6sulte de ce que l'espace transverse de F_ ~ et F1 est isomorphe h ~+. 
COROLLAIRE. SORS les hypoth#ses (ii) du th#or&me 4.3. l'espace des C1- 
intdgrales premieres de D est isomorphe it C1([ - 1, 1], R). 
REMARQUE. De ce que F_ 1(F~) est de type centre il r6sulte que si r d6signe le 
param~tre de ~ + espace transverse de F_ 1 (resp. F 1) p'(r) = fl_ I r + 0(r) (resp. 
f l l r+ O(r)) )tl <0<2_  1 . 
La proposition suivante donne une condition suffisante pour que F soit sans 
holonomie. 
PROPOSITION 4.5. Soit Dun feuilletage de codimension 1 orientable, a une 
orientation de D au voisinage de la feuille singuli#re F telle que 
(i) da=O 
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(ii) a induit une 1-forme de type centre d~finissant A F, alors F est sans holo- 
nomie si F est propre. 
DI~MONSTRATION 
F &ant propre on peut appliquer le lemme de Poincare-Weinstein [17a] dans 
un voisinage tubulaire ~¢/ de F puisque Vx~F a(x)=0 et que d~=0.  Ceci 
fournit une application C = f de ~2/dans ~ telle que df= ~et  entra~ne que F et 
les feuilles voisines sont sans holonomie. 
COROLLAIRE. Si u est une 1-forme fermOe sur M compacte telle que 
(i) a(x)~O en tout point x d'un ouvert dense 12 
(ii) il existe un feuilletage D de M contenu dans I'annulateur de a 
(iii) les feuilles singulikres de D sont de type centre et compactes. 
Alors a est exacte, t si df= a, f (M)  = [a, b], f est une submersion de (2 sur 
un intervalle ]a, b[, les feuilles singuli~res de D dtant f -  l(a) et f -  l(b). 
DI~MONSTRATION 
Compte tenu de la proposition 4.5. on peut appliquer le th6or6me 4.3. Soit 
p :M~[ -  1, 1] sur f2 ff)tC C~(g2) tel que a=2 dp. Comme a est ferm6 en fait 
f f20eC °~ ] -1 ,  1[ tel que a=p*d20.  Soit ¢/i un voisinage tubulaire stable de 
Fi =p- I ( i )  off i t  { - 1, 1} et fi une application C °O telle que df i=a sur 4/i (cf. 
Proposition 4.5.) sur '¢/i\ Fi dfi et dp *;to coi'ncident. Comme la codimension de 
Fi est au moins 2, #i \ Fi est connexe t donc on peut imposer que f,- =p  *~o- 
Par recollement on obtient f .  
EXEMPLE 4.1. Le feuilletage produit du feuilletage de $2 par les parall6les, 
par le feuilletage 7/'$1 de $1 fournit sur $2 × $1 un feuilletage de codimension 1
orientable dont l'int6grale premiere st la cote z. 
EXEMPLE 4.2. Soit B n la boule unit6 ferm6e de ~n+l feuillet6e par les sphbres 
concentriques. On munit S p × Bn du feuilletage produit par ce feuilletage du 
feuilletage 7"$ p, ce qui fournit un feuilletage singulier (dont la seule feuille 
singuli6re de type centre est S p) de la vari6t6 h bord SP × Bn. Soit M~ = S 2 × B~, 
M3=SI×B2 feuillet6es comme il vient d'&re dit et M2=$2×S~×[-1,1]  
feuillet6 par le feuilletage r6gulier S2×SI× {t}. aMI=OM2=$2x$ l, ce qui 
permet de recoiler Ml et M2 h M3 le long du bord de faqon h obtenir une 
vari6t6 C = compacte M munie d'un feuilletage de codimension 1 orientable 
dont les feuilles singulibres ont compactes ans holonomie t respectivement 
$2 et $1 donc non isomorphes. 
Le probl6me se pose alors de lier la topologie des feuilles F_ ~ et F~ et celle 
de M de fa¢on h obtenir une extension du th6or6me de Reeb [13] qui assure que 
si S_ l et F l sont des points M est une sph6re. Ceci sera 6tudi6 par ailleurs. 
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